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PRATARME

- Noréciau, kad matematika su manimi kalbéty zmoniy kalba, - sako
mokinys. - Matematikai taip grieztai viskg sudélioja, kad, rodos, nusaus,
jei tik Zengsi zingsnelj j Song. O juk yra su matematika susijusiy knyguy,
kurias tiesiog malonu skaityti, pavyzdziui: Simon Singh ,,Fermat's Last
Theorem® ir ,, The Simpsons and their Mathematical Secrets®, Marcus
du Sautoy ,,The Number Mysteries®, Denis Guedj ,,Papiigos teorema“ ir
daug kity.

- Ateis laikas ir tu suprasi, jaunasis Zmogau, — sako mokytojas, -
kad gyvenime labai pravercia grieztumas ir tikslumas. Jeigu Pitagoro
teorema tai galioty, tai negalioty, jei apie ja tik kas nors papasakoty,
bet neiSmokyty taikyti, tai visi Zzmonés gyventy apytiksliai. Net dabar
apytiksliai gyvenanciy daug.

Sioje knygoje pabandysime suderinti tuos du dalykus. Rasite laisvo sti-
liaus pokalbiy jvairiomis matematikos temomis. Kartais grybstelésime
ir tas temas, kuriy pradinése gimnazijos klasése (vidurinés mokyklos
9 ir 10 klasése) nemoko. Neisgasdinsime. Juk nebatina iskart i$spresti
visus Sios knygos uzdavinius!

Kita vertus, mokymo programos gali pasikeisti ir kai kurios temos gali
buti perkeltos j Zemesnes klases. Be to, vis daugiau mokiniy i$vyksta
mokytis j kitas $alis. Gali bati, kad tose Salyse matematikos programos
gerokai skiriasi nuo musiskiy. Jsidékite j lagaming $ig knyga, pravers!

Rasite jvairiausiy i$spresty uzdaviniy ir spresti parengty uzdaviniy sg-
lygy. Bus tiksliy atsakymuy, bet bus ir apytiksliy - kaip gyvenime.

Prisiminkite, kad i§spresti — tai padaryti kazka tokio, ko dar nedarei.
Ne pakartoti tai, kg jau darei! Todél, pamate uzdavinio salyga Sioje kny-
goje, neskubékite sakyti: ,Mes tokiy dar nesimokéme.” Klauskite saves
taip: ,Ar turiu pakankamai priemoniy uzdaviniui nagrinéti?“ Keliai,
kuriais eisite, gali buti visai nezinomi. Tai juk jdomu!

Kaip naudotis $ia knyga?

Pradékite nuo skyriaus ,,Jrodymai“. Cia rasite ir jums Zinomy jrodymy,
ir tikrai vieng kitg tokj, kokio dar nematéte. Kai kurie jrodymai pra-
vers (galime sakyti — bus butini) sprendziant uzdavinius, kuriy spresti
mokykloje dar nemoké arba mokeé $iek tiek kitaip...

Paskui pastudijuokite skyriy ,, Tyrimai“. Jame visi uzdaviniai i§spresti ir
pateikta nemazai komentary, kaip jie i$spresti. Tai lyg nedidelé moko-
moji knyga.

Kiekvienas tolesnis skyrius prasideda nedidele apzvalgéle ,,Ka reikia
prisiminti?“: vienu kitu naudingu patarimu, pamokymu, formule... Po
jos — keletas i$spresty uzdaviniy. O tada jau uzdaviniai, kuriuos spresite
patys.

Retkarciais norésite pasitikrinti, kiek ir ko jau iSmokote. Atsiverskite
»Isivertinimo testus“. Desimt testy po desimt uzdaviniy. Ir testg pa-
sirinkite atsitiktinai, ir uzdavinius spreskite ne i§ eilés - taip geriau
suprasite, kiek esate pasirenge netikétumams, kuriy tikrai bus, kai
nueisite j egzaming.

Knygos gale rasite uzdaviniy atsakymus. Nesupykite, jei vienas kitas
bus su klaida - autorius atsipraso ir pasiteisina, kad labai seniai mokési
mokykloje...

Acit Jums, kad pasirinkote $ig knyga!

Bronislovas Burgis




|RODYMAI

2.
Aptarkime, kokiais trimis buidais galima nubraizyti funkcijos y = x> — 2x - 3 grafika.
Pirmas budas
Randame lygties x* - 2x - 3 = 0 sprendinius:
xl,zzlim; x1=-1,x,=3.
Suprantama, kad parabolés virs§uinés abscisé yra pusiaukeléje tarp -1 ir 3, taske 1. Jrase $ig reikSme

j funkcijos i$raiska, suzinome parabolés vir§unés koordinates: A(1; —4). Per turimus tris taskus
bréziame parabole.

¥ =«

Sis biidas nepatogus tada, kaip kvadratinés lygties sprendiniai yra ,,negraziis“ skaiciai, pavyzdziui,

[ L _ _ _7+/49 140, _7-+/89  _7++/89
K3 reikia prisiminti? y=2x*-7x-5 xi2= T =T =T

Antras bldas
Ar matematikoje viskas turi bati jrodyta? Ne, ne viskas. Gal jis galite jrodyti, kad per taska, esantj $alia

tiesés, galima nubreézti tik vieng tiese, lygiagrecia su duotaja tiese? Kitiems nepavyko jrodyti... Atsirado
teigianciy, kad galima nubreézti kiek norima tiesiy arba kad negalima nubrézti né vienos. Pasidomeékite,
kas taip teigé ir kas i$ to sukurta. Dabar reikia atlikti tris veiksmus:

a) nubraizyti funkcijos y = x? grafikg;

b) pastumti §j grafika per vienetg abscisiy asies kryptimi (galima pastumti ordinaciy asj per vieneta j kaire);
c) pastumti b etape gauta grafika per keturis vienetus Zemyn (galima pakelti abscisiy agj per keturis vie-
Tai, ka rasite Siame skyriuje, tikrai pravers sprendziant kity skyriy uzdavinius. netus aukstyn).

Pertvarkome funkcijg taip, kad galétume pritaikyti grafiky transformacijos btda:
y=x'-2x+1-1-3=(x-17>-4.

Siame skyriuje jrodysime tai, kg galima jrodyti, patikrinti. Jokios tvarkos neieskokite - ¢ia ne vadovélis.
Tiesiog pasimégaukite.

P @ Nepanasu, kad jas siuo badu neverciami braizytumeéte kvadratinés funkcijos grafika, tiesa?
%‘ TreCias budas
Panagrinékite Siuos jrodymus, patarimus, uzdaviniy sprendimus.

Geriausiai tinka $is budas!

Jrasome j funkcijos iSraiska y = 3. Gauname lygtj x* - 2x = 0. Ja minti-

1.
T L . . nai (dabar aisku, kodél pasirinkome y = -3!) i§sprende gauname: x; = 0,
Kaip desimtaing perioding trupmeng paversti paprastaja? T . . ..
x, = 2. Suprantama, kad parabolés virsinés abscisé yra pusiaukeléje
Tai paprasta! Paziarékite: tarp 0 ir 2, taske 1. Jrase $ig reik§me j funkcijos iSraiska, apskaiciuojame
0,0(23) = 1(2)30 + 10(2)(3)00 + 100(2)3000 + ... parabolés virsunés koordinates: A(1; —4). Per turimus tris taskus brézia-

me parabole. Ir jokios grésmés, kai kvadratinés lygties sprendiniai yra

Desiniojoje lygybés puséje yra nykstamosios geometrinés progresijos suma, bet jums to Zinoti nereikia.
Jjoje [ygybes puseje yra ny g progresij > bet) ,Negraziis* skaidiai!

Uztenka Zinoti, kad, susumave visus narius iki begalybés (gal pabandykite?), gausime:

S= IL; Rezultata matome paveikslélyje desinéje.
-9
¢ia by - pirmasis démuo (éiuo atveju by = %), q - skaicius, i$ kurio reikia padauginti kiekviena démenj, 3. ¢
kad gautume paskesnj démenj (éiuo atveju g = 1(1)—0) Irodykime, kad trikampio pusiaukrastinés dalija viena kitg santykiu 1 : 2.
Ver¢iame periodine desimtaine trupmeng paprastgja: Nubrézkime dvi trikampio ABC pusiaukrastines: AN ir BM. (Analogiskai
23 jrodytume, jei nubréztume ir trecig pusiaukrasting — nagrinétume pirma m N
0,0(23) = {Oﬁ = %. ir trecig arba antrg ir trecig pusiaukrastines.) )
100 Trikampiai ABC ir MNC yra panasus (pagal dvi krastines ir kampa
Ir viskas! Patikrinkite. tarp i . . o : .
arp juy), todél matome, kad trikampio viduriné linija MN yra lygiagreti A B
Dar du pavyzdZiai: , su trikampio krastine AB ir MN = %AB.
1
0,(12) = % + ﬁzoo 4= Lol - ;_g - %; Vadinasi, ir trikampiai AOB bei MON yra panasus (jy kampai atitinkamai lygus), o tai reiskia, kad jy
1-700 atitinkamy krastiniy ilgiai yra proporcingi. Taigi
7 AO _ BO _ 5
_ 7 .7 _ 0 _ 7 _ 127 ON_ oM~ “
15’(7)_15+E+m+"'_15+1_i_ 15+9—159.
10 Teorema jrodyta.



TYRIMAI

Ka reikia prisiminti?

Kaip i$mokti spresti? Spresti uzdavinius, problemas. Spresti apie knyga, paveiksla, filma, Zmogy... Zino-
ma, reikia turéti kuo daugiau Ziniy, Zinoti kuo daugiau fakty, bet dar svarbiau - buti skaicius, girdéjus,
macius, kaip sprende issilavine zinovai. Kiekvienas Zzmogus sprendzia skirtingai, todél ir mokytis reikia
i$ skirtingy Zmoniy. Jis jau pastebéjote: vienus vadovélius skaityti lengva, kitus — sunku, nuobodu.

Dabar perskaitykite uzdavinius, kuriuos sukiiré Sios knygos autorius, ir pasimokykite juos spresti taip,
kaip sprendé autorius. Gal patiks?

59
% Panagrinékite Siuos uzdaviniy sprendimus.

1.

Kaip, turint tik skriestuvg ir liniuote be padaly, nubrézti:
a) lygiakrastj trikampij;

b) lygiasonj trikampj;

¢) dvi statmenas tieses?

a) Nubréziame tiesés atkarpg. Laisvai pasirinktame tiesés taske A C
jsmeigiame skriestuvo kojele su adatéle ir, skriestuvo zingsnj nustate
tokj, kokio ilgio norime trikampio krastiniy, pazymime du lankelius:
nubréztoje atkarpoje (taskas B — basimoji trikampio vir§iné) ir ties
numanoma tre¢iosios trikampio vir§anés vieta. Nekeisdami skriestu-
vo zingsnio, jsmeigiame skriestuvo kojele su adatéle taske B ir nubré-

o

ziame lankelj taip, kad jis susikirsty su anksciau nubréztu lankeliu ties A
numanoma trec¢iosios vir§inés (tasko C) vieta. Tiesiomis atkarpomis
sujungiame taskus A ir B su lankeliy sankirtos tasku C.

b) Nubréziame tiesés atkarpa. Joje pazymime trikampio pagrinda AB. C
Nustate skriestuvo zingsnj tokj, kokio ilgio norime trikampio Soniniy
krastiniy, jsmeigiame kojele su adatéle taske A ir bréziame lankelj ties
numanoma vir$ine C. Jsmeigiame kojele su adatéle taske B ir brézia-
me lankelj ties numanoma vir$ane C. Tiesiomis atkarpomis sujungia-
me taskus A ir B su lankeliy sankirtos tasku C.

14

TYRIMAI

¢) Nubréziame tiesés atkarpg. Laisvai pasirinktame atkarpos taske A >k
jsmeigiame skriestuvo kojele ir, laisvai pasirinke skriestuvo zingsnj,
bréziame lankelius vienoje ir kitoje tiesés puséje. Perkeliame jsmei-

giamaja kojele j kitg atkarpos taska B ir bréziame lankelius taip, 1 T 3
kad jie susikirsty su anksc¢iau nubréztaisiais. Sujungiame lankeliy
sankirtos taskus tiesia atkarpa. }
>
2 L]
Kaip, turint tik skriestuvy ir liniuote be padaly, nubraizyti 75° kampa?
Nubréziame dvi statmenas tieses (ar jau mokate tai padaryti?). IS jy san- M
kirtos tasko O skriestuvu, nekeisdami atstumo tarp jo kojeliy, bréziame
lankelius - pazymime taskus A ir B (zr. pav.). C
N
Nekeisdami atstumo tarp skriestuvo kojeliy, i$ tasky A ir B bréziame
lankelius, pazymédami taskg C. Keturkampis OACB yra kvadratas (i$ \/ +
tiesy tai rombas, nes keturios jo krastinés yra vienodo ilgio, bet statusis or A
kampas BOA pavercia jj kvadratu — nebiina romby nei su vienu, nei su

dviem, nei su trimis staciaisiais kampais), todél ZBOC = 45°.

I$ tasko O sukuriame bet kokio dydzio lygiakrastj trikampij: i$ pradziy skriestuvu pazymime atkarpg OM
ir, nekeisdami skriestuvo zingsnio, i$ tasko O pazymime lankelj ties numanomu tasku N; tada i$ tasko M
uzfiksuojame tasko N padéti.

Tereikia nubreézti statmenj per krastinés MN vidurj. I$ tasky M ir N atstumu, didesniu uz puse krastinés
MN ilgio, abiejose tos krastinés pusése pazymime lankelius ir per jy sankirtos taskus nubréziame trikam-
pio NOM auksting. Prie vir§inés O gauname 30° kampg, kuris kartu su kampu BOC ir sudaro 75° kampa.

3.
Kaip, turint tik skriestuvy ir liniuote be padaly, nubraizyti 15° kampa?
Pateikiame tik algoritmg. Kaip jj realizuoti, lengvai sugalvosite patys.

Nubraizome lygiakrastj trikampj ABC ir jo aukstine (ji kartu yra ir
pusiaukampiné) i$ virsanés C. Pusés kampo prie vir§inés C didumas

yra 30° Pusé to kampo ir yra 15° kampas. A B
4.
Apskaiciuokite sin 30°, cos 60°, sin 60°, cos 30° tg 30°, tg 60°, sin 45°, cos 45°, tg 45° reiksmes.
Nubraizome lygiakrastj trikampj ABC, sutardami, kad jo krastiniy ilgiai C
yra po 1. Nubréziame to trikampio aukstine CD. Zinodami, kad aukstiné
yra ir pusiaukrastiné, matome (taip, matome!): 307
1
= 1 1
in30°=4D. in30°=2=1L o_ AD, o1
sin 30° = Yo sin 30° = =% cos 60° = Yot cos60° = >
60°
Pritaikome Pitagoro teoremg ir gauname dar keletg reik§miy: A Dj s
cp=\[r- (&) =5
2
5 1 Ve
o_+3 o_~3 o__2 _ A3 o__2 _
sin60° = 7 cos 30 5 tg 30 ——\/5— 35 tg60° = T =3
R 2

15
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SKAICIAI. SKAITINIAI REISKINIAI

K3 reikia prisiminti?

Kaip pamatyti, kad v/5 + 2J/6 =+/3 + /22

Dabar tai nesunku, nes matome, kg i$ kairiojoje lygybés puséje parasyto skaitinio reiskinio turime gauti:
pakeliame abi lygybés puses kvadratu ir bematant jsitikiname, kad lygybé teisinga.

Gerokai sunkiau, kai turime tik v/ 5 + 2/6. Reikia pamatyti, kad 24/6 = 2 - /3 - /2, 0 tai primena dvigubg
sandaugg formuléje (a + b)* = a* + 2ab + b*. Vadinasi,

5426 =V312.V3 V2 +2=J{3+42) =3 +2.

Taigi, sprendziant uzdavinius su skaitiniais rei$kiniais, prireiks ir greitosios daugybos formuliy, ir veiks-
my su Saknimis, laipsniais taisykliy, ir net tokiy paprasty dalyky: paversti paprastaja trupmeng baigtine
desimtaine trupmena, pavyzdziui,

4_

= 0,8,

paversti paprastaja trupmeng periodine deSimtaine trupmena, pavyzdziui,
2 = 0,(285714),
paversti periodine desimtaine trupmeng paprastaja (zr. skyriy ,,Jrodymai®).
Sioje temoje rasite ir jums zinomy dalyky, ir gal dar negirdéty: kiek padidéja arba sumazéja dvejetainis
skaicius, jei jo skaitmenis sukei¢iame vietomis? Kaip skaiciy paverc¢iame skaitiniu reiskiniu?
Bukite atidas: lyginio laipsnio $aknis i$ neneigiamo skai¢iaus yra neneigiamas skaicius.
Akivaizdu, kad (5 - 3)* = (3 - 5)%, bet V(5-3)’ =5-3=2,0/(3-57 #3 - 5.
Ar jau mokate spresti kvadratine lygtj? Ar jau mokate spresti uzdavinius su trupmeniniais laipsniais?
Jei dar nemokate, atidékite Siuos uzdavinius vélesniam laikui.

SKAICIAI SKAITINIAI REISKINIAI o

59,
Panagrinékite Siuos uzdaviniy sprendimus. %

1.
Yra zinoma, kad a > b, a < ¢, d > b, d < c. Bandykite isrikiuoti Siuos elementus nuo maziausio iki didziau-
sio ir paaiskinkite, kokios informacijos truksta, kad galéetumeéte tai padaryti.

Atsakymas. b, d, a, c arba b, a, d, c. Truksta d ir a palyginimo.

2.

Po daugelio mety vyras susitiko buvusig savo klasés drauge.

- Turiu $eimg, auginu tris vaikus, - pasakoja moteris.

- Kokio amziaus tavo vaikai? - klausia vyras.

- Jei sudaugintume skaicius, kurie nurodo vaiky amziy, gautume 36, — sumané pajuokauti moteris.
- Negaliu pasakyti ty trijy skaiciy, traksta informacijos. Gal pasakytum, kokia ty skai¢iy suma?
- Jei ir pasakysiu suma, vis tiek negalési isiaiskinti, kokio amziaus mano vaikai.

- O, tai palengvina sprendimg! Pasakyk dar nors kokig s3saja tarp skaiciy.

- Vyriausia dukra mégsta $unis.

— Dabar zinau, kokio amziaus tavo vaikai! - apsidziaugé vyras.

Jas pasakykite, kokio amziaus vaikai.

Daugindami tris skaicius (turime galvoje — nattiraliuosius), sandaugg 36 galime gauti jvairiais budais:
1,2,18;1,4,9; 2, 3,6; ...

Visais atvejais skaiciy trejety suma yra skirtinga (patikrinkite!), i$skyrus du atvejus:
1+6+6=13; 2+2+9=13.

Tik antruoju atveju moteris galéjo pasakyti: ,Vyriausia dukra...“ Tai ir padéjo vyrui uzbaigti sprendima.
Atsakymas. 2 mety; 2 mety; 9 mety.

3.

I$ trizenklio skaiciaus A atéme jo skaitmeny suma gauname 675. Koks yra trizenklis skaicius A?

Nesunku pastebeéti, kad ieskomas trizenklis skai¢ius yra ne didesnis uz 699. Uzrasykime jj taip: 6ab.
Vadinasi,
6-100+a-10+b-(6+a+b) =675 9a=8l; a=09.

Toliau nagrinéjame taip:
69b - xx = 675.

Pabandome atspéti. Jei b = 7, tai skai¢iaus A skaitmeny suma yra xx = 22 ir lygybé teisinga. Taciau tai ne
vienintelis galimas variantas! Vietoj b tinka visi skaitmenys nuo 0 iki 9. Isitikinkite!

Atsakymas. 69b, b =0, 1, ..., 9.
4.
Kokiu skaitmeniu baigiasi skai¢ius a, jei a = 2*??

Sudarykime tokig lentele:

Laipsnio rodiklis 2 3 4 5 6 7 8 9

Paskutinis skaitmuo 4 8 6 2 4 8 6 2

Matome, kad paskutinis skaitmuo kartojasi kas ketvirtas: 4, 8, 6, 2 ir vél 4, 8, 6, 2...
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